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Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè �ÀÍ
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Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê äèñêðåòíîå ëîãàðè�ìèðîâàíèå è �àêòîðèçà-

öèÿ áîëüøèõ ÷èñåë, íåîáõîäèìî ðåøàòü áîëüøèå ðàçðåæåííûå ëèíåéíûå ñèñòåìû

íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíû äâà ìåòîäà: àë-

ãîðèòì Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà è àëãîðèòì Ëàíöîøà-Ìîíòãîìåðè.

Â îáîèõ ìåòîäàõ íàèáîëåå çàòðàòíîé ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ

óìíîæåíèåì ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð. Ïîýòîìó êðàéíå âàæíî âûïîëíÿòü

ýòó îïåðàöèþ ý��åêòèâíî è ïàðàëëåëüíî. Íà ïàðàëëåëüíûõ ìàøèíàõ îñíîâíûì

ðåñóðñîì îáîèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð áëîêà.

Îäíàêî, ñ ðîñòîì ðàçìåðà áëîêà ñëîæíîñòü äðóãèõ îïåðàöèé (òàêèõ êàê óìíî-

æåíèå èëè îáðàùåíèå ïëîòíûõ ìàòðèö) áûñòðî ðàñòåò. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ

áîëüøèõ ðàçìåðîâ áëîêà ìàñøòàáèðóåìîñòü îáîèõ ìåòîäîâ ñóùåñòâåííî äåãðàäè-

ðóåò èìåííî âñëåäñòâèå áîëüøèõ çàòðàò íà îïåðàöèè ñ ïëîòíûìè áëîêàìè. Äëÿ

óëó÷øåíèÿ ìàñøòàáèðóåìîñòè ìåòîäîâ âðåìÿ, òðåáóåìîå íà âûïîëíåíèå áàçîâûõ

îïåðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, äîëæíî áûòü ñóùåñòâåííî

ñîêðàùåíî.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí âîïðîñ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè áàçîâûõ îïåðàöèé

ëèíåéíîé àëãåáðû êàê äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ GF(2), òàê è äëÿ äëÿ ïðîñòûõ êîíå÷-

íûõ ïîëåé ñ áîëüøèì ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Ý��åêòèâíîñòü ðåàëèçàöèè äîñòèãàåòñÿ

çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ñëåäóþùèõ ïîäõîäîâ:

1) Àëãîðèòìû áûñòðîé àðè�ìåòèêè äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé.

2) Àëãîðèòìû ëèíåéíîé àëãåáðû ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

3) Îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó.

4) Îïòèìèçàöèÿ ïàðàëëåëüíîé OpenMP ðåàëèçàöèè íà îáùåé ïàìÿòè.

5) Îïòèìèçàöèÿ îáìåíîâ èí�îðìàöèåé ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíûå ñèñòåìû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, ïàðàëëåëüíûå àëãî-

ðèòìû, áàçîâûå îïåðàöèè ëèíåéíîé àëãåáðû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

1. Ââåäåíèå

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ äèñêðåòíîãî ëîãàðè�ìèðîâàíèÿ èëè �àêòîðèçàöèè ÷èñåë äëÿ áîëü-

øèõ è ðåêîðäíûõ ÷èñåë âîçíèêàþò ñâåðõáîëüøèå (ïîðÿäêà N îò 106 äî 109 è âûøå) ðàç-

ðåæåííûå (ñðåäíåå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêå p, êàê ïðàâèëî, îò 100 äî 1000)
ñèñòåìû óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-

íûìè ìåòîäàìè äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû Ëàíöîøà-Ìîíòãîìåðè [1℄ è

Âèäåìàíà-Êîïïåðñìèòà [2℄. Îáà ìåòîäà âûïîëíÿþò O(N) óìíîæåíèé ðàçðåæåííîé ìàòðè-

öû íà âåêòîð, òàêèì îáðàçîì, èõ ñëîæíîñòü � O(pN2).
Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñâåðõáîëüøèõ ñèñòåì âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäîâ áóäåò î÷åíü âåëèêî. Äëÿ

åãî ñîêðàùåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïàðàëëåëüíûå âåðñèè àëãîðèòìîâ. Èñïîëüçóåòñÿ äâà ðåñóðñà

ïàðàëëåëüíîñòè:

• Ïàðàëëåëüíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð: ðàçäåëåíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà

s ÷àñòåé ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ è ðàñïðåäåëåíèå èõ ïî s óçëàì.

∗

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè �îññèè, ñîãëàøåíèå îò 17 èþíÿ 2014 ã. �

14.604.21.0034 (èäåíòè�èêàòîð ñîãëàøåíèÿ RFMEFI60414X0034) â ðàìêàõ ÔÖÏ "Èññëåäîâàíèå è ðàçðà-

áîòêè ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàó÷íî-òåõíîëîãè÷åñêîãî êîìïëåêñà �îññèè íà 2014-2020

ãîäû"
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• Áëî÷íîñòü: óìíîæåíèå ìàòðèöû íà áëîê èç k âåêòîðîâ, óìíîæåíèå íà êàæäûé âåêòîð

èç áëîêà ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìî íà îäíîì èç k óçëîâ.

Ïåðâûé ñïîñîá ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè

ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà âåêòîð, â s ðàç, êðîìå òîãî, âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå íà âñå îñòàëü-

íûå àðè�ìåòè÷åñêè îïåðàöèè (ñâÿçàííûå ñ îïåðàöèÿìè ëèíåéíîé àëãåáðû íàä âåêòîðàìè)

ìåòîäîâ, ëèáî ìîæåò áûòü â s ðàç óñêîðåíî, ëèáî êðàéíå ìàëî. Îäíàêî, âðåìÿ, òðåáóåìîå

äëÿ âûïîëíåíèÿ âîçíèêàþùèõ îáìåíîâ äàííûìè ìåæäó óçëàìè, âåëèêî, è ñ ðîñòîì s ïàäà-

åò íå áîëåå, ÷åì â

√
s ðàç, à â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé � íå óìåíüøàåòñÿ ñ

ðîñòîì s.

Âòîðîé ñïîñîá ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü â k ðàç âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå êàê íà àðè�ìå-

òè÷åñêèå îïåðàöèè, òàê è íà îáìåíû äàííûìè (åñëè îíè åñòü) ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè

óìíîæåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð. Îäíàêî, îáùàÿ ñëîæíîñòü àðè�ìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé, ñâÿçàííûõ ñ îïåðàöèÿìè ñ áëîêàìè âåêòîðîâ, ðàñòåò â k ðàç, ÷òî ïðèâîäèò ê

òîìó, ÷òî, ñ ó÷åòîì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ýòèõ îïåðàöèé ïî k óçëàì, âðåìÿ, òðåáóåìîå íà èõ

âûïîëíåíèå, íå çàâèñèò îò k.

Òàêèì îáðàçîì, îáà ïîäõîäà èìåþò íåäîñòàòêè, èç-çà êîòîðûõ óæå íà äîñòàòî÷íî íåáîëü-

øîì ÷èñëå óçëîâ (íåñêîëüêî äåñÿòêîâ) ìåòîäû ïåðåñòàþò óñêîðÿòüñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà

óçëîâ. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò êîìáèíàöèþ ýòèõ ðåñóðñîâ ïàðàëëåëüíîñòè. Âðåìÿ, çàòðà-

÷èâàåìîå òàêèìè ìåòîäàìè (åñëè ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíàìè, íå îêàçûâàþùèìè âëèÿíèÿ ïðè ïðàê-

òè÷åñêè âàæíûõ k è s [12℄) íà àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ðàâíî O(pN
2

ks
+ N2

s
), íà îáìåíû

äàííûìè � O(N
2

k
+ N2

ks
).

Î÷åâèäíî, ÷òî:

• Ïðè îòíîñèòåëüíî ìàëîì ÷èñëå óçëîâ êðàéíå âàæíî ý��åêòèâíî âûïîëíÿòü îïåðà-

öèè, ñâÿçàííûå ñ óìíîæåíèåì ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ

äîìèíèðóþùèìè.

• Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïàðàëëåëüíîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè íåîáõîäèìî ý��åêòèâíî âûïîë-

íÿòü îïåðàöèè ñ áëîêàìè � åñëè îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ áëîêàìè, â n ðàç áûñòðåå,

÷åì îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, òî óñêîðåíèå íà n óçëàõ îòëè÷àåòñÿ îò

èäåàëüíîãî íå áîëåå, ÷åì â äâà ðàçà.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåí âîïðîñ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè áàçîâûõ îïåðàöèé ëè-

íåéíîé àëãåáðû êàê äëÿ êîíå÷íîãî ïîëÿ GF(2), òàê è äëÿ äëÿ ïðîñòûõ êîíå÷íûõ ïîëåé ñ

áîëüøèì ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Ý��åêòèâíîñòü ðåàëèçàöèè äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ

ñëåäóþùèõ ïîäõîäîâ:

1) Àëãîðèòìû áûñòðîé àðè�ìåòèêè äëÿ êîíå÷íûõ ïîëåé.

2) Àëãîðèòìû ëèíåéíîé àëãåáðû ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

3) Îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó.

4) Îïòèìèçàöèÿ ïàðàëëåëüíîé OpenMP ðåàëèçàöèè íà îáùåé ïàìÿòè.

5) Îïòèìèçàöèÿ îáìåíîâ èí�îðìàöèåé ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè.

2. Àðè�ìåòèêà íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Ïðåæäå âñåãî, äëÿ ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè îïåðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû íàä êîíå÷íû-

ìè ïîëÿìè íåîáõîäèìà ý��åêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ àðè�ìåòèêè íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè.

Äëÿ ïîëÿ GF(2) �àêòè÷åñêè åäèíñòâåííàÿ ñóùåñòâóþùàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ

� ýòî èñêëþ÷àþùåå èëè (xor), ïîýòîìó ñïåöèàëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ àðè�ìåòèêè â ýòîì ñëó-

÷àå íå òðåáóåòñÿ. Åäèíñòâåííîå çàìå÷àíèå � â ýòîì ñëó÷àå êðàéíå ïîëåçíî èñïîëüçîâàíèå

âåêòîðíûõ íàáîðîâ ïðîöåññîðíûõ èíñòðóêöèé (íàïðèìåð, äëÿ àðõèòåêòóðû x86 ýòî SSE2,

AVX, AVX2, AVX512 ).

Ñëó÷àé áîëüøèõ êîíå÷íûõ ïîëåé òðåáóåò áîëåå òùàòåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. Â àðè�-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ íàä áîëüøèìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè ñëîæíîñòü âûçûâàþò, ãëàâíûì
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îáðàçîì, îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Îïåðàöèè îáðàùåíèÿ è äåëåíèÿ,

õîòü è ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíûìè, íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþò-

ñÿ â î÷åíü íåáîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ, ïîýòîìó ý��åêòèâíîñòü èõ ðåàëèçàöèè �àêòè÷åñêè íå

âëèÿåò íà ñêîðîñòü ðàáîòû îïåðàöèé ëèíåéíîé àëãåáðû.

Äëÿ ðåàëèçàöèè óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

Ìîíòãîìåðè [3�5℄. Äëÿ åãî ðàáîòû íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè ÷èñëà â ñïåöèàëüíûé �îðìàò �

�îðìàò Ìîíòãîìåðè. Êàê ïðàâèëî, ÷èñëà êîíâåðòèðóþò â ýòîò �îðìàò â íà÷àëå ðàáîòû

ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåì, âñå îïåðàöèè âíóòðè ìåòîäà ïðîèçâîäÿòñÿ â äàííîì �îðìàòå, è

â êîíöå åãî ðàáîòû ÷èñëà âîçâðàùàþò â èñõîäíîå ïðåäñòàâëåíèå. Îñîáåííîñòüþ îïåðàöèè

óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî â �îðìàòå Ìîíòãîìåðè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìåòîä íå èñïîëü-

çóåò äåëåíèé è ìíîæåñòâà âåòâëåíèé, â îòëè÷èè îò óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

â îáû÷íîì �îðìàòå. Ïî ñëîæíîñòè îí ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí 2.5 îáû÷íûì óìíîæåíèÿì

äëèííûõ ÷èñåë, áåç ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ðåàëèçàöèè àðè�ìåòèêè íàä áîëüøèì ïðîñòûì ïîëåì

ïî ñëîâàì � íàèáîëåå áûñòðûé âàðèàíò ïðè ðåàëèçàöèè íà CPU/GPU è ïðî÷èõ óñòðîéñòâàõ,

ðàáîòàþùèõ ñî ñëîâàìè, à íå ñ áèòàìè. Òàêæå â ïîäðàçäåëå 2.3 îïèñàí ïðåäëàãàåìûé ìåòîä

óìíîæåíèÿ äëèííûõ ÷èñåë â �îðìàòå Ìîíòãîìåðè èëè èñõîäíîì �îðìàòå íà êîðîòêèå

÷èñëà ïî ìîäóëþ áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìûå áàçîâûå àëãîðèòìû àðè�ìåòèêè íàä áîëüøèì ïðîñòûì

ïîëåì ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî êîëè÷åñòâó îïåðàöèé äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ðàçìåðîâ

ïîëåé, èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè ñâåðõáîëüøèé ðàçðåæåííûõ ñèñòåì (äî 1024 áèò, òî åñòü
äî 16 ñëîâ ðàçìåðà 64 áèòà).

2.1. Àðè�ìåòèêà íàä áîëüøèìè êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîäû ðåàëèçàöèè àðè�ìåòèêè ïî ìîäóëþ áîëüøîãî ïðîñòîãî

÷èñëà, ïðàêòè÷åñêè íå çàòðàãèâàÿ âîïðîñ àðõèòåêòóðíûõ îïòèìèçàöèé. Òåì íå ìåíåå, ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ òîëüêî àëãîðèòìû, ðàáîòàþùèå ñî ñëîâàìè, à íå ñ áèòàìè, òàê êàê CPU (à

òàêæå GPU è áîëüøèíñòâî óñêîðèòåëåé, êðîìå FPGA) ñîçäàíû äëÿ ðàáîòû ñî ñëîâàìè, à

íå ñ áèòàìè. Äëÿ ðàáîòû ñ îäèíî÷íûì áèòîì íà òàêèõ óñòðîéñòâàõ òðåáóåòñÿ, êàê ïðàâèëî,

áîëüøå îïåðàöèé, ÷åì äëÿ ðàáîòû ñî ñëîâîì, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñ áèòàìè â

ïîáèòîâûõ àëãîðèòìàõ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ñî ñëîâàìè â àíàëî-

ãè÷íûõ àëãîðèòìàõ ïî ñëîâàì.

Äëÿ èçëîæåíèÿ ìåòîäîâ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

W � ÷èñëî áèò â èñïîëüçóåìûõ ìàøèííûõ ñëîâàõ.

P � ïðîñòîå ÷èñëî ïî ìîäóëþ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè.

N � ÷èñëî áèò â ÷èñëå P .

n � ÷èñëî ñëîâ â ÷èñëå P , òàêèì îáðàçîì (n− 1)W < N 6 nW .

Pnorm � íîðìàëèçîâàííîå P , òî åñòü P ñäâèíóòîå ïîáèòîâî âëåâî òàê, ÷òîáû ñòàðøèé áèò

ñòàðøåãî ñëîâà ñòàë íåíóëåâûì.

Ai
� ñëîâî ñ íîìåðîì i ÷èñëà A. Ñëîâà áóäåì íóìåðîâàòü îò 0, A0

� ìëàäøåå ñëîâî ÷èñëà

A.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ íåîáõîäèìî íåñêîëüêî äîïîëíèòåëüíûõ áàçîâûõ îïåðàöèé

ñî ñëîâàìè:

• Ñëîæåíèå ñëîâ ñ áèòîì ïåðåíîñà.

• Âû÷èòàíèå ñëîâ ñ áèòîì ïåðåíîñà.
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• Óìíîæåíèå äâóõ ñëîâ ñ ñîõðàíåíèåì ðåçóëüòàòà â äâà ñëîâà.

• Äåëåíèÿ ÷èñëà, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ñëîâ, íà ÷èñëî èç îäíîãî ñëîâà ñ ïîëó÷åíèåì ÷àñò-

íîãî, ñîñòîÿùåãî èç îäíîãî ñëîâà, è îñòàòêà.

Íà áîëüøèíñòâå ïðîöåññîðíûõ àðõèòåêòóð ñóùåñòâóþò ìàøèííûå èíñòðóêöèè, âûïîë-

íÿþùèå äàííûå îïåðàöèè. Òåì íå ìåíåå, ïðè íåîáõîäèìîñòè íå ñîñòàâëÿåò òðóäà íàïèñàòü

àðõèòåêòóðíî íåçàâèñèìûå ðåàëèçàöèè ýòèõ îïåðàöèé.

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíûõ ïðîöåññîðíûõ èíñòðóêöèé, ðåàëèçóþùèõ äàííûå îïåðàöèè,

äëÿ àðõèòåêòóðû x86 íå ñóùåñòâóåò, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå âûãîäíåå íå èñïîëüçîâàòü âåê-

òîðíûå èíñòðóêöèè, à ðàáîòàòü ñî ñëîâàìè ðàçìåðà 64 áèòà.
�åàëèçàöèÿ òàêèõ îïåðàöèé, êàê ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå äâóõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî

÷èñëà, à òàêæå óìíîæåíèÿ ñëîâà íà áîëüøîå ÷èñëî, ýëåìåíòàðíà è íå òðåáóåò ïîäðîáíîãî

îïèñàíèÿ.

2.2. Óìíîæåíèå äëèííûõ ÷èñåë

Óìíîæåíèå äëèííûõ ÷èñåë ìîæíî ðåàëèçîâûâàòü ëèáî íàèâíûì ñïîñîáîì, àíàëîãè÷-

íûì óìíîæåíèþ ¾ñòîëáèêîì¿, ëèáî ìåòîäîì Êàðàöóáû (èëè äðóãèìè áûñòðûìè ìåòîäà-

ìè) [8℄.

Ïðè óìíîæåíèè ¾ñòîëáèêîì¿ ìû ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàåì ñëîâà îäíîãî èç ìíîæè-

òåëåé íà âòîðîé ìíîæèòåëü, à çàòåì ñêëàäûâàåì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñäâèãîì. Ïðè ýòîì

âûïîëíÿåòñÿ n2
óìíîæåíèé ñëîâ è ïðèìåðíî 2n2 + n ñëîæåíèé ñ áèòàìè ïåðåíîñà.

Ìåòîä Êàðàöóáû ðàçáèâàåò ÷èñëî íà äâå ïî÷òè ðàâíûå ÷àñòè è ðåêóðñèâíî çàïóñêàåò

óìíîæåíèå äëÿ ÷èñåë òàêèõ ðàçìåðîâ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ïóñòü n � ÷åòíîå. Îáîçíà÷èì LA, LB,HA,HB ÷èñëà äëèíû

n
2

ñëîâ òàêèå ÷òî Li
A = Ai

, Li
B = Bi

, H i
A = Ai+n

2
, H i

B = Bi+n

2
. Ïóñòü CL = LALB, CH = HAHB,

CHL = (LA +HA)(LB +HB).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåçóëüòàò C = CL + 2
nW

2 (CHL − CL − CH) + 2nWCH .

Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Êàðàöóáû äî òåõ ïîð, ïîêà îí ý��åê-

òèâíåå, à çàòåì ïåðåõîäèòü íà êëàññè÷åñêîå óìíîæåíèå. Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî àëãîðèòì Êà-

ðàöóáû ý��åêòèâíåå ïî ÷èñëó îïåðàöèé óæå ïðè n = 8, ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà ñëîæíîñòåé
îïåðàöèé ñëîæåíèé ñ áèòàìè ïåðåíîñà è óìíîæåíèé äâóõ ñëîâ ñ çàïèñüþ ðåçóëüòàòà â ÷èñëî,

ñîñòîÿùåå èç äâóõ ñëîâ.

Îäíàêî, â ñèëó áîëüøåé àëãîðèòìè÷åñêîé ñëîæíîñòè àëãîðèòìà Êàðàöóáû îí õóæå îï-

òèìèçèðóåòñÿ ñðåäñòâàìè êîìïèëÿòîðîâ è íà ïðàêòèêå âûèãðûø áåç íàïèñàíèÿ àðõèòåêòóð-

íî îïòèìèçèðîâàííîé ðåàëèçàöèè íà÷èíàåòñÿ òîëüêî ñ n ≈ 20. Ïðè ðåøåíèè ðàçðåæåííûõ

ñèñòåì íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè, êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, â íàñòîÿùåå âðåìÿ èñïîëüçóþò-

ñÿ ÷èñëà äëèíîé äî 16 ñëîâ (ðåêîðäíîå �àêòîðèçîâàííîå RSA-÷èñëî èìååò äëèíó 12 ñëîâ),
ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Êàðàöóáû (è, òåì áîëåå, áîëåå áûñòðûõ àñèìïòîòè÷åñêè ìå-

òîäîâ) íå òðåáóåòñÿ.

2.2.1. Äåëåíèå è âû÷èñëåíèå îñòàòêà îò äåëåíèÿ ïî ìîäóëþ

Äåëåíèå è âû÷èñëåíèå îñòàòêà ïî ìîäóëþ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (àíàëîãè÷-

íî ðåàëèçóåòñÿ, ïðè íåîáõîäèìîñòè, àëãîðèòì äåëåíèÿ ÷èñëà èç äâóõ íà ñëîâî):

1. Âíà÷àëå âûïîëíÿåòñÿ íîðìàëèçàöèÿ äåëèòåëÿ, òî åñòü ñäâèã âëåâî íà ìèíèìàëüíî

âîçìîæíîå ÷èñëî áèò òàêîå, ÷òî ñòàðøèé áèò ñòàðøåãî ñëîâà áûë ðàâåí åäèíèöå. Îáî-

çíà÷èì ïîëó÷åííîå ÷èñëî çà D.

2. Äåëèìîå ñäâèãàåòñÿ âëåâî íà òî æå ÷èñëî áèò. Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî çà A.

3. Â ïîëó÷åííîì ÷èñëå A âûáèðàþòñÿ ñòàðøèå n+1 (ãäå n � ÷èñëî ñëîâ â äåëèòåëå) ñëîâ

èç êîòîðûõ �îðìèðóåòñÿ ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíû. Îáîçíà÷èì åãî çà C.
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4. Äåëèì ñ îñòàòêîì ñòàðøèå äâà ñëîâà ýòîãî ÷èñëî íà ñòàðøåå ñëîâî íîðìàëèçîâàííîãî

äåëèòåëÿ: (CnCn−1) = Dn−1
∗ d+ r.

5. ×èñëî R = (r, Cn−2) ÿâëÿëîñü áû îñòàòêîì îò äåëåíèÿ ïåðâûõ òðåõ ñëîâ, åñëè áû Dn−2

áûëî áû íóëåâûì.

6. Åñëè d ∗ Dn−2 6 R, òî d � ðåçóëüòàò äåëåíèÿ íàöåëî ñòàðøèõ òðåõ ñëîâ ÷èñëà C íà

ñòàðøèå äâà ñëîâà ÷èñëà D. Â èíîì ñëó÷àå, d ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàòü íà åäèíèöó,

ïðè ýòîì íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü ÷èñëî R íà Dn−1
. Îòìåòèì, ÷òî âñåãî óìåíüøèòü

d âîçìîæíî íå áîëåå, ÷åì íà äâà, òàê êàê ñòàðøèé áèò ÷èñëà Dn−1
ðàâåí åäèíèöå,

è áîëåå ÷åì îäíîêðàòíîå ïðèáàâëåíèè åãî ê R ãàðàíòèðóåò ïåðåïîëíåíèå, ÷òî òàêæå

îçíà÷àåò, ÷òî âåðíîå çíà÷åíèå d äîñòèãíóòî.

7. Òåïåðü d � âåðíûé ðåçóëüòàò öåëî÷èñëåííîãî äåëåíèÿ ïåðâûõ òðåõ ñëîâ ÷èñëà C íà

ïåðâûå äâà ñëîâà ÷èñëà D. Âû÷òåì èç C ÷èñëî D, óìíîæåííîå íà d. Ïðè ýòîì ìîæåò

âîçíèêíóòü ïåðåïîëíåíèå, ò. ê. ìû ìîãëè îøèáèòüñÿ â d íà åäèíèöó. Â ýòîì ñëó÷àå

ñëåäóåò óìåíüøèòü d íà åäèíèöó, à ê C ïðèáàâèòü D.

8. d çàïèñûâàåì â ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî ÷àñòíîãî.

9. Îòìåòèì, ÷òî òåïåðü ñòàðøåå ñëîâî C îáÿçàòåëüíî íóëåâîå. Ñäâèíåì ÷èñëî âëåâî íà

îäíî ñëîâî, à â êà÷åñòâå ïîñëåäíåãî äîáàâèì ñòàðøåå èç ñëîâ, êîòîðûå ìû åùå íå

èñïîëüçîâàëè èç ÷èñëà A.

10. Ïðîäîëæàåì äåëàòü àíàëîãè÷íî îïèñàííîìó â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ äî òåõ ïîð, ïîêà

íå èñïîëüçîâàëè âñå ñëîâà èç A.

11. Îñòàòêîì îò äåëåíèÿ áóäåò ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå C, ñäâèíóòîå âïðàâî íà ñòîëüêî æå

áèò, íà ñêîëüêî ñäâèãàëñÿ äåëèòåëü âëåâî äëÿ íîðìèðîâêè.

Îòìåòèì, íà îñíîâå äàííîãî àëãîðèòìà ëåãêî ðåàëèçîâàòü áûñòðûé ìåòîä óìíîæåíèÿ

äëèííîãî ÷èñëà íà êîðîòêîå ÷èñëî (ñîñòîÿùåå èç îäíîãî ñëîâà) ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ïðè ýòîì â äàííîé îïåðàöèè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äâà ñòàðøèõ ñëîâà íîðìàëè-

çîâàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, à áèòîâûå ñäâèãè èñïîëüçîâàòü òîëüêî äëÿ òðåõ ñòàðøèõ ÷èñåë

äåëèìîãî.

Èìåÿ àëãîðèòì äåëåíèÿ ïî ìîäóëþ ëåãêî ðåàëèçîâàòü íàõîæäåíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà

ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà.

2.2.2. Óìíîæåíèå ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà

Äëÿ óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü óìíîæåíèå äëèííûõ ÷èñåë è äåëåíèå

ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Îäíàêî, ïîñëåäíèé àëãîðèòì ñîäåðæèò ìíîãî äåëåíèé è âåòâëå-

íèé, ÷òî îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ðåàëüíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü. Âìåñòî ýòîãî

ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ìîíòãîìåðè [3�5℄.

Â ìåòîäå Ìîíòãîìåðè âñå ÷èñëà ïåðåâîäÿòñÿ â �îðìàò Ìîíòãîìåðè: M(A) = A ∗ 2nW

mod P . Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ÷èñëà â �îðìàòå Ìîíòãîìåðè îñòàþòñÿ â ïîëå ïî ìîäóëþ ïðî-

ñòîãî ÷èñëà, òî âñå îïåðàöèè, êðîìå óìíîæåíèÿ è îáðàùåíèÿ (è äåëåíèÿ, òî åñòü óìíîæåíèÿ

íà îáðàòíîå) îñòàþòñÿ òåìè æå. Ïîýòîìó äëÿ ïðîãðàììû, èñïîëüçóþùåé ÷èñëà ïî ìîäóëþ

áîëüøîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, ìîæíî ïåðåâåñòè âñå âõîäíûå äàííûå â �îðìàò Ìîíòãîìåðè è

ðàáîòàòü â íåì, ïîñëå äëÿ ðåçóëüòàòà ðàáîòû ïðîãðàììû âûïîëíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå.

Îñíîâíûì ýëåìåíòîì â àëãîðèòìå Ìîíòãîìåðè ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå â �îðìàòå Ìîíò-

ãîìåðè. Îáîçíà÷èì åãî çà ∗M . A ∗M B = AB
2nW mod P . Òàêèì îáðàçîì, M(A) ∗M M(B) =

M(AB).
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåâåñòè A â �îðìàò Ìîíòãîìåðè äîñòàòî÷íî óìíîæèòü A íà 22nW

mod P ñ ïîìîùüþ ∗M , òî åñòü M(A) = A ∗M (22nW mod P ).
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì óìíîæåíèÿ íà 1 ñ ïîìîùüþ ∗M , òî åñòü

M−1(A) = A ∗M 1.
Îïèøåì ðåàëèçàöèþ ïî ñëîâàì ∗M . Äëÿ íà÷àëà ââåäåì ñëîâî pI ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2W ( 1
2W

mod P )− PpI = 1.
Òåïåðü èçëîæèì ïî àëãîðèòì A ∗M B:

1. Óìíîæèì A íà B ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ äëèííûõ ÷èñåë. Ïîëó÷èì ÷èñëî C äëèíû 2n.

2. Óìíîæèì C0
íà pI , ïîëó÷èì ÷èñëî t èç äâóõ ñëîâ.

3. Ïðèáàâèì ê C ÷èñëî P , óìíîæåííîå íà t. Ò. ê. 2W ( 1
2W

mod P ) − PpI = 1 ïîëó÷èì,

÷òî C0 + P ∗ t = 2W ( 1
2W

mod P )C0
. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå ñëîâî ÷èñëà C ñòàíåò

íóëåâûì. Òåïåðü ìîæíî ðàçäåëèòü íà 2W .

Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ðåçóëüòàò íà íåîáõîäèì ïî ìîäóëþ P , òî ìîæíî â ëþáîé ìîìåíò

äîáàâëÿòü è âû÷èòàòü P , óìíîæåííîå íà ëþáîå ÷èñëî. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò

ïðîèçâåäåíèÿ ñòàðøåãî ñëîâà ÷èñëà t íà P íå âëèÿåò íà îáíóëåíèå ìëàäøåãî ñëîâà C,

ïîýòîìó íà ïðàêòèêå íóæíî óìíîæàòü íå âñå t íà P , à òîëüêî åãî ìëàäøåå ñëîâî.

4. Âûïîëíÿåì îáíóëåíèå ìëàäøåãî ñëîâà P è äåëåíèÿ íà 2W n ðàç.

5. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ÷èñëî äëèíû n è áèò ïåðåíîñà. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî 0 6 C < 2P .
Ïîýòîìó åñëè C < P â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà èñïîëüçóåì C, â èíîì ñëó÷àå C − P .

2.3. Óìíîæåíèå êîðîòêîãî ÷èñëà íà äëèííîå ÷èñëî ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî

÷èñëà

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå (ïîäðàçäåë 2.2.1), ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñëîâà íà äëèí-

íîå ÷èñëî è âû÷èñëåíèÿ îñòàòêà ïî ìîäóëþ ëåãêî ðåàëèçîâàòü áûñòðûé ìåòîä óìíîæåíèå

êîðîòêîãî ÷èñëà íà äëèííîå ÷èñëî ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà. Ýòî êðàéíå âàæíî, òàê êàê

ðàçðåæåííûå ìàòðèöû, âîçíèêàþùèå ïðè äèñêðåòíîì ëîãàðè�ìèðîâàíèè èëè ðàçëîæåíèè

÷èñåë íà ìíîæèòåëè, ñîñòîÿò èç êîðîòêèõ ÷èñåë.

Åñòåñòâåííî, æåëàòåëüíî îáðàáàòûâàòü îïåðàöèè óìíîæåíèÿ êîðîòêèõ ÷èñåë íà äëèí-

íûå ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà áûñòðåå, ÷åì óìíîæåíèå äëèííûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, èñïîëü-

çîâàíèå óìíîæåíèÿ Ìîíòãîìåðè äëÿ òàêîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ íå ëó÷øèì âûáîðîì, òàê êàê

ïîñëå ïåðåâîäà êîðîòêîãî ÷èñëà â �îðìàò Ìîíòãîìåðè îíî ïåðåñòàíåò áûòü êîðîòêèì. Ïå-

ðåâîäèòü äëèííîå ÷èñëî èç �îðìàòà Ìîíòãîìåðè â îáû÷íûé �îðìàò, áûñòðî óìíîæàòü â

îáû÷íîì �îðìàòå, è ïåðåâîäèòü îáðàòíî â �îðìàò Ìîíòãîìåðè òîæå íåâûãîäíî.

Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî:

M(A ∗B) = A ∗B ∗ 2nW mod P = A ∗M(B) mod P

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì âûïîëíèòü óìíîæåíèå ÷èñëà A, õðàíÿùåãîñÿ â îáû÷íîì

�îðìàòå, íà ÷èñëî B, õðàíÿùååñÿ â �îðìàòå Ìîíòãîìåðè ñ ïîëó÷åíèåì ðåçóëüòàòà A ∗ B,

õðàíÿùåãîñÿ â �îðìàòå Ìîíòãîìåðè, íàì íåîáõîäèìî òîëüêî ëèøü óìíîæèòü A íà M(B)
ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

Åñëè ÷èñëî A � êîðîòêîå, òî óìíîæåíèå áóäåò âûïîëíåíî áûñòðî.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ñîâñåì ìàëåíüêèõ A (íà ïðàêòèêå � ïðèìåðíî äî 4 ïðè n = 8)
âûãîäíåå èñïîëüçîâàòü A ðàç ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

3. Áàçîâûå îïåðàöèè ëèíåéíîé àëãåáðû íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè

Áàçîâûå îïåðàöèè ëèíåéíîé àëãåáðû, òðåáóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ðàçðåæåííûõ ñèñòåì íàä

êîíå÷íûìè ïîëÿìè, äåëÿòñÿ íà äâà òèïà � ïëîòíûå (óìíîæåíèå áëîêîâ íà ìàòðèöó, âû-
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÷èñëåíèå áèëèíåéíûõ �îðì) è ðàçðåæåííûå (óìíîæåíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð).

Ïëîòíûå îïåðàöèè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ GF(2) è ñëó÷àÿ áîëüøîãî êîíå÷íî-

ãî ïîëÿ, â òî âðåìÿ êàê ðàçðåæåííûå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, çà èñêëþ÷åíèåì íåáîëüøèõ

äåòàëåé.

Ïëîòíûå îïåðàöèè â àëãîðèòìàõ Ëàíöîøà-Ìîíòãîìåðè è Âèäåìàíà-Êîïïåðñèòà óñòðîå-

íû òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïðàêòè÷åñêè íå òðåáóþò ïåðåñûëîê, ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå âîïðîñ

èõ îðãàíèçàöèè íå çàòðàãèâàåòñÿ, âñå ïëîòíûå îïåðàöèè ñ÷èòàþòñÿ ëîêàëüíûìè, ïðîèñõî-

äÿùèìè â ðàìêàõ îäíîãî óçëà. Îñíîâíûìè èäåÿìè ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè ïëîòíûõ îïå-

ðàöèé ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû ëèíåéíîé àëãåáðû ìåíüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè è îïòè-

ìèçàöèÿ ÷èñëà ïðîìàõîâ ïî êýøó. Îòìåòèì, ÷òî ðàñïàðàëëåëèâàíèå íà îáùåé ïàìÿòè äëÿ

ïëîòíûõ îïåðàöèé ýëåìåíòàðíî � ëåãêî ðàçäåëèòü ìàòðèöû íà áëîêè òàê, ÷òîáû îïåðàöèè

çàïèñè áûëè íåçàâèñèìû, è, ñîîòâåòñòâåííî, ñèíõðîíèçàöèÿ ïîòîêîâ íå òðåáîâàëàñü.

Ïðè óìíîæåíèè ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð ïåðåñûëêè èãðàþò ñóùåñòâåííóþ

ðîëü, è ïîýòîìó äàííàÿ îïåðàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíûõ àðè�-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ îáìåíîâ èí�îðìàöèåé. Îñíîâíûìè èäåÿìè

ý��åêòèâíîé ðåàëèçàöèè äàííîé îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó, îï-

òèìèçàöèÿ OpenMP ïàðàëëåëèçìà, îïòèìèçàöèÿ ÷èñëà ïåðåñûëîê.

3.1. Óñêîðåííîå âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèå íàä áîëüøèì êîíå÷-

íûì ïîëåì

Ïóñòü A = (A1, . . . , Ak) è B = (B1, . . . , Bk) � âåêòîðà ÷èñåë â �îðìàòå Ìîíòãîìåðè. Íàì

íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü C =
k∑

i=1
Ai ∗M Bi mod P .

�àñïèøåì ïîäðîáíåå:

C =
k∑

i=1

Ai ∗M Bi mod P =

=
k∑

i=1

(
AiBi

2nW
mod P ) mod P =

=

k∑
i=1

AiBi

2nW
mod P

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òîãî, ÷òîáû äåëèòü êàæäîå èç ñëàãàåìûõ íà 2nW ïî ìîäóëþ

P ìîæíî âû÷èñëèòü èõ ñóììó, ðàçäåëèòü íà 2nW ïî ìîäóëþ P òàê æå, êà ýòî äåëàåòñÿ

â àëãîðèòìå Ìîíòãîìåðè. Ïîñëå ýòîãî, â îòëè÷èè îò òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò ïðè óìíîæåíèè

äâóõ ÷èñåë â �îðìàòå Ìîíòãîìåðè, ðåçóëüòàò áóäåò ïðèíàäëåæàòü íå ïîëóèíòåðâàëó [0, 2P ),
à ïîëóèíòåðâàëó [0, (k + 1)P ).

Ïóñòü âîçíèêøåå ïåðåïîëíåíèå íå ïðåâûøàåò îäíîãî ñëîâà. Âû÷èñëåíèå îñòàòêà ïî

ìîäóëþ îò äåëèòåëÿ, áîëüøåãî íà îäíî ñëîâî äåëèòåëÿ � áûñòðàÿ îïåðàöèÿ, âûïîëíÿåìàÿ

çà O(n).
Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ÷èñëî ïåðåïîëíèòñÿ íå áîëåå ÷åì íà log2(k + 1) + 1 áèò.

Åñëè òðåáîâàòü, ÷òîáû ïåðåïîëíåíèå áûëî âñåãî íà îäíî ñëîâî, íåîáõîäèìî, ÷òîáû log2(k+
1)+1 áûëî ìåíüøå W . Ïîýòîìó íàäî ðàçáèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ñóììó ñêàëÿðíûõ

ïðîèçâåäåíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ íå áîëåå ÷åì ïî 2W ýëåìåíòîâ. Íà âñåõ ñîâðåìåííûõ

ñèñòåìàõ ðàçìåð ñëîâà, ñ êîòîðûì îíè ìîãóò ðàáîòàòü íå ìåíüøå 32 áèò, â òî æå âðåìÿ,

êàê ïðàâèëî, ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ k << 109.
Ïîýòîìó, êàê ïðàâèëî, ðàçáèâàòü íà ñóììó ìåíüøèõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé íå òðåáóåòñÿ.

Òàê êàê â îïåðàöèè ∗M ïðèâåäåíèå òðåáóåò ïðèìåðíî ïîëîâèíû îïåðàöèé, à óìíîæåíèÿ

çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå ñëîæåíèé, ýòîò ïðèåì ïîçâîëÿåò óñêîðèòü âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ
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ïðîèçâåäåíèé ïî÷òè â äâà ðàçà óæå äëÿ íåáîëüøèõ k. Áîëåå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî âû÷èñëåíèå

òàêîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ áîëüøèõ k �àêòè÷åñêè ðàâíî ïî ñëîæíîñòè âû÷èñëå-

íèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ïðîñòî äëèííûõ ÷èñåë, à íå ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà!

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòóïàòü è äëÿ ÷èñåë íå â �îðìàòå Ìîíò-

ãîìåðè, âûïîëíÿÿ âû÷èñëåíèå îñòàòêà ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà ëèøü îäèí ðàç, â ñàìîì

êîíöå, à íå ïðè êàæäîì óìíîæåíèè. Ïðè ýòîì äëÿ áîëüøèõ k ñëîæíîñòè áóäóò �àêòè÷åñêè

îäèíàêîâû.

3.2. Ïðèåì Âèíîãðàäà äëÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö íàä áîëüøèì ïðîñòûì ïî-

ëåì

Ïîëåçíûì ïðèåìîì ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö íàä áîëüøèì ïðîñòûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ìå-

òîä Âèíîãðàäà [6, 7℄. Ïóñòü ìàòðèöû A è B ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöàìè íàä áîëüøèì ïðîñòûì

ïîëåì (â îáû÷íîì �îðìàòå èëè �îðìàòå Ìîíòãîìåðè). Ìàòðèöà A ðàçìåðà m×k, ìàòðèöà

B � k × n. Ïóñòü, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, k � ÷åòíîå.

Âû÷èñëèì Ai =

k

2∑
l=1

Ai,2l−1 ∗M Ai,2l. Îòìåòèì, ÷òî ýòî ìîæíî âû÷èñëÿòü ñ ïîìîùüþ

áûñòðûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Àíàëîãè÷íî âû÷èñëèì Bj =

k

2∑
l=1

B2l−1,j ∗M B2l,j .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî:

Ci,j =

k

2∑

l=1

(Ai,2l−1 +B2l,j) ∗M (Ai,2l +B2l−1,j)−Ai −Bj

�àçóìååòñÿ, ñòîèò èñïîëüçîâàòü áûñòðûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðè òîì, ÷òî ïî

ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèì àëãîðèòìîì èñïîëüçóåòñÿ ïðèìåðíî â ïîëòîðà ðàçà áîëüøå ñëî-

æåíèé, óìíîæåíèé èñïîëüçóåòñÿ ìåíüøå ïî÷òè â äâà ðàçà.

Òàê êàê ñëîæíîñòü óìíîæåíèé çàìåòíî âûøå ñëîæíîñòè ñëîæåíèé â ñëó÷àå áîëüøîãî

ïðîñòîãî ïîëÿ, ýòî ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ìàòðèö óìíîæåíèå ïî÷òè â äâà ðàçà, ïî ñðàâíåíèþ ñ

óìíîæåíèåì, èñïîëüçóþùèì òîëüêî óñêîðåííûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, è ïî÷òè â 4 ðàçà,

ïî ñðàâíåíèþ ñ íàèâíîé ðåàëèçàöèåé óìíîæåíèÿ.

3.3. Îáðàùåíèå ìàòðèö ñ ïîìîùüþ ïðèåìà Âèíîãðàäà

Ïðèåì Âèíîãðàäà ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö.

Ïîêàæåì íà ïðèìåðå LU ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû A. Ïóñòü Lk = [l1 . . . lk] � ïåðâûå k

ñòîëáöîâ ìàòðèöû L, Uk = [u1 . . . uk]
T
� ïåðâûå k ñòðîê U . Îáîçíà÷èì êàê:

• A[k+1] � ñòîëáåö ñ íîìåðîì k + 1 ìàòðèöû A.

• A[k+1]
� ñòðîêà ñ íîìåðîì k + 1 ìàòðèöû A.

• [Lk]
[k+1]

� ñòðîêà ñ íîìåðîì k + 1 ìàòðèöû Lk.

• [Uk][k+1] � ñòîëáåö ñ íîìåðîì k + 1 ìàòðèöû Uk.

Òîãäà îïåðàöèè, âûïîëíÿþùèåñÿ ïðè LU ðàçëîæåíèè ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

lk+1 = A[k+1] − Lk [Uk][k+1]

uk+1 =
A[k+1] − [Lk]

[k+1]
Uk

Ak+1,k+1 − [Lk]
[k+1] [Uk][k+1]
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Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íåîáõîäèìûå äëÿ ìåòîäà Âèíîãðàäà ñóììû äëÿ ìàòðèö Lk+1 è Uk+1

áûñòðî ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç èõ çíà÷åíèÿ äëÿ Lk è Uk, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì îáùåå

÷èñëî îïåðàöèé, çàòðà÷åííûõ íà ýòî, ðàâíî ÷èñëó îïåðàöèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ñóìì

äëÿ ìàòðèö L è U è çàâèñèò îò ðàçìåðà ìàòðèöû A êâàäðàòè÷íî. Â òî æå âðåìÿ, ÷èñëî

óìíîæåíèé, òðåáóåìûõ äëÿ LU ðàçëîæåíèÿ, ñîêðàùåíî â 2 ðàçà.
Ïîëó÷åíèå îáðàòíîé ìàòðèöû èç LU ðàçëîæåíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè îáðàùåíèè ìåòîäîì Âèíîãðàäà âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå áûñòðûõ

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, òàêèì îáðàçîì, èòîãîâûé àëãîðèòì äî 4 ðàç áûñòðåå íàèâíîãî.

3.4. Îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó ïðè óìíîæåíèè ìàòðèö íàä áîëüøèì

ïðîñòûì ïîëåì

Â ñëó÷àå áîëüøîãî ïðîñòîãî ïîëÿ îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî

î÷åâèäíîé è ïîõîæå íà îïòèìèçàöèþ ïðîìàõîâ ïî êýøó äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: ìàòðè-

öû èåðàðõè÷åñêè ðàçáèâàþòñÿ íà, ïî âîçìîæíîñòè, ïî÷òè êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû òàêîãî

ðàçìåðà, âñå ýëåìåíòû 2 ïîäìàòðèö ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ èåðàðõè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ

ïîìåùàëèñü â ñîîòâåòñòâóþùèé êýø. Íàïðèìåð, ïðè íàëè÷èè êýøà òîëüêî îäíîãî óðîâíÿ

ìàòðèöû ïðîñòî ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè íåîáõîäèìîãî ðàçìåðà. Ïðè íàëè÷èè êýøà 2 óðîâíåé

� ñíà÷àëà ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè, ïîìåùàþùèåñÿ â êýø âòîðîãî óðîâíÿ, à ïîòîì êàæäûé

òàêîé áëîê � íà áëîêè, ïîìåùàþùèåñÿ â êýø ïåðâîãî óðîâíÿ.

Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ èåðàðõè÷åñêîå áëî÷íîå óìíîæåíèå � ïðè óìíîæåíèè áëîêîâ âåðõ-

íåãî óðîâíÿ ìû ëèøü êîïèðóåì èõ âî âðåìåííûé ìàññèâ ñîîòâåòñòâóþùåãî èì ðàçìåðà è

âûïîëíÿåì áëî÷íîå óìíîæåíèå áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ. Íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëåíèÿ ïðîèñ-

õîäÿò íà íèæíåì óðîâíå.

3.5. Îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó äëÿ àëãîðèòìà ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿

Óìíîæåíèå ìàòðèö íàä ïîëåì GF(2) â ñëó÷àå êîãäà áèòû â ñëîâà â îáåèõ ìàòðèöàõ

óïàêîâàíû ïî ñòðîêàì (èëè ïî ñòîëáöàì) ý��åêòèâíî âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ¾÷å-

òûðåõ ðóññêèõ¿ [9℄. Òàê êàê äàííûé àëãîðèòì áûñòðûé, äëÿ íåãî îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ

ïî êýøó êðàéíå êðèòè÷íà. Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå îíà íåòðèâèàëüíà � â ñâÿçè ñ îñîáåí-

íîñòÿìè àëãîðèòìà ðàçáèåíèå íà áëîêè, áëèçêèå ê êâàäðàòíûì, íåý��åêòèâíî: äëÿ òîãî,

÷òîáû äàííûå ïîìåùàëèñü â êýø äëèíà ñòîëáöà â áëîêå îêàçûâàåòñÿ íåâåëèêà (íå áîëåå 512
ïðè ðàçìåðå êýøà 32 Êá è èñïîëüçîâàíèè 64-áèòíûõ ñëîâ), â òî æå âðåìÿ, äëÿ óìíîæåíèÿ

ñòîëáöà áëîê òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èëè çàãðóçèòü èç ïàìÿòè 8 òàáëèö èç 256 ýëåìåíòîâ, è

äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà ýòè òàáëèöû ðàçëè÷íû.

Âìåñòî ýòîãî ðàçáèåíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíûå áëîêè ðàçìåðà l×1 äëÿ ïåðâîãî
ìíîæèòåëÿ è ðåçóëüòàòà, âòîðîé ðàçáèâàåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè ðàçìåðîâ 64 × v,

ãäå v � ÷èñëî ñëîâ â âåêòîðå äëÿ ïîääåðæèâàåìûõ ïðîöåññîðîì âåêòîðíûõ èíñòðóêöèé.

�àçìåðû áëîêîâ âûáèðàþòñÿ òàêèìè, ÷òîáû l(1+ v)+ 256v ñëîâ ïîìåùàëèñü â êýø ïåðâîãî

óðîâíÿ.

Äàëåå óìíîæåíèå âûïîëíÿåòñÿ áëî÷íî, äëÿ êàæäîãî óìíîæåíèÿ áëîêîâ èñïîëüçóåòñÿ

¾àëãîðèòì 4 ðóññêèõ¿.

3.6. Îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó äëÿ àëãîðèòìà Êîïïåðñìèòà

Àëãîðèòì Êîïïåðñìèòà [10℄ ïîçâîëÿåò áûñòðî âû÷èñëÿòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö íàä ïî-

ëåì GF(2), â êîòîðûõ áèòû óïàêîâàíû â ñëîâà ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì (íàïðèìåð, ó ïåð-

âîãî ìíîæèòåëÿ ïî ñòîëáöàì, à ó âòîðîãî � ïî ñòðîêàì). Ýòî êðàéíå ïîëåçíî, íàïðèìåð,

ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâåäåíèÿ âèäà XTY . Àëãîðèòì ñõîæ ñ ìåòîäîì ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿, è

îïòèìèçàöèÿ ïðîìàõîâ ïî êýøó äëÿ íåãî òîæå êðàéíå êðèòè÷íà è íåòðèâèàëüíà, èñïîëüçî-
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âàíèå êâàäðàòíûõ áëîêîâ ïðèâîäèò ê ðîñòó ÷èñëà âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàöèé, àíàëîãè÷íî

ìåòîäó ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿.

Â äàííîì ñëó÷àå òàêæå ñëåäóåò ðàçáèâàòü íà ïðÿìîóãîëüíûå áëîêè � ïåðâûé ìíîæè-

òåëü íà áëîêè ðàçìåðà 1× l, âòîðîé � íà áëîêè ðàçìåðà l×v, ðåçóëüòàò � íà áëîêè 64×v, ãäå

v � ÷èñëî ñëîâ â âåêòîðå äëÿ ïîääåðæèâàåìûõ Â ñâÿçè ñ áîëüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-

ñòüþ âñïîìîãàòåëüíûõ îïåðàöèé â äàííîì ìåòîäå, íà áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ àðõèòåêòóð

áëîêè íåîáõîäèìî ïîìåùàòü â êýø âòîðîãî óðîâíÿ, ÷òîáû ýòèõ îïåðàöèé íå ñòàíîâèëîñü

ñëèøêîì ìíîãî. Òàêèì îáðàçîì, l âûáèðàåòñÿ òàêèì, ÷òî l(1 + v) + 256v ñëîâ ïîìåùàþòñÿ

â êýø âòîðîãî óðîâíÿ.

3.7. Óìíîæåíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð

�àçðåæåííàÿ ìàòðèöà äîëæíà áûòü ðàñïðåäåëåíà ïî s óçëàì òàê, ÷òîáû íà êàæäîì

áûëî ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Õðàíÿùèåñÿ íà êàæäîì óçëå ìàòðèöû

äîëæíû áûòü íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîäìàòðèöàìè èñõîäíîé ìàòðèöû.

Äëÿ îïòèìèçàöèè ïðîìàõîâ ïî êýøó ìîæíî èñïîëüçîâàòü êýø-íåçàâèñèìûé �îðìàò

õðàíåíèÿ ìàòðèöû [11℄ íà êàæäîì óçëå. Êýø-íåçàâèñèìûé �îðìàò � ýòî òàêîé ïîðÿäîê

õðàíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ÷òî õðàíÿùèåñÿ ïîäðÿä ýëåìåíòû íàõîäÿòñÿ è â áëèçêèõ

ñòðîêàõ, è áëèçêèõ ñòîëáöàõ. Ïðîñòåéøèé êýø-íåçàâèñèìûé �îðìàò ìîæíî îïèñàòü ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: ðàçîáüåì ìàòðèöó A íà 4 áëîêà A11, A12, A21, A22 ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ

ðàçìåðîâ. �åçóëüòèðóþùèé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ìàòðèöû áóäåò ñëåäóþùèì: ñíà÷àëà ýëå-

ìåíòû áëîêà A11, çàòåì A12, çàòåì A22, çàòåì A21. Ýëåìåíòû âíóòðè áëîêîâ óïîðÿäî÷åíû

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

�àñïðåäåëåíèå ïî óçëàì âîçìîæíî ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

1. Êàæäûé óçåë õðàíèò áëîê, ñîñòîÿùèé èç ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû.

2. Êàæäûé óçåë õðàíèò áëîê, ñîñòîÿùèé èç ñòðîê èñõîäíîé ìàòðèöû.

3. Êàæäûé óçåë õðàíèò áëîê áëèçêèé ê êâàäðàòíîìó, ïîðÿäêà ïðèìåðíî

N
√

s
.

Ïîñëåäíèé âàðèàíò îïòèìàëåí ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðåñûëîê, èõ â ýòîì ñëó÷àå çà îäíî

óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð áóäåò O( N
√

s
. Îäíàêî, ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ ñ

ïðèìåðíî ðàâíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ â êàæäîì áëîêå íå âñåãäà âîçìîæíî è ýòîò ñïîñîá

õðàíåíèÿ òðåáóåò íåòðèâèàëüíîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ìàòðèöû.

Ïðè ïåðâîì âàðèàíòå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü èëè òàê, ÷òîáû áûëî O(N log2 s)
ïåðåñûëîê è O(pN

s
) îïåðàöèé, èëè òàê, ÷òî ÷èñëî ïåðåñûëîê O(N) è O(pN

s
+N) îïåðàöèé.

Âî âòîðîì âàðèàíòå ÷èñëî ïåðåñûëîê ðàâíî O(N), à ÷èñëî îïåðàöèé � O(pN
s
). Òàêèì

îáðàçîì, ýòîò âàðèàíò ïðåäïî÷òèòåëüíåé. Áîëåå òîãî, ýòîò âàðèàíò ëó÷øå ïåðâîãî ñ òî÷êè

çðåíèÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ íà îáùåé ïàìÿòè � åñëè ðàçðåçàòü ìàòðèöó ñðàçó íà òàêîå ÷èñ-

ëî áëîêîâ, ÷òîáû íà êàæäûé ïîòîê ïðèõîäèëñÿ îäèí áëîê, çàïèñè â ïàìÿòü, ïðîèçâîäèìûå

êàæäûì ïîòîêîì, íåçàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, ñèíõðîíèçàöèÿ ïîòîêîâ íå áóäåò òðåáîâàòü-

ñÿ, è äîñòèãàåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íà îáùåé ïàìÿòè.

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ

Ïðèâåä¼ì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ óñêîðåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî íà ïðàêòèêå ïðè èñïîëü-

çîâàíèè îïèñàííûõ âûøå ìåòîäèê. �àññìîòðèì íà ïðèìåðå óìíîæåíèÿ ïëîòíûõ ìàòðèö

íàä áîëüøèì êîíå÷íûì ïîëåì (ðåçóëüòàòû äëÿ îáðàùåíèÿ ìàòðèö íàä áîëüøèì êîíå÷íûì

ïîëåì àíàëîãè÷íû), ìåòîäà ¾÷åòûðåõ ðóññêèõ¿ íàä ïîëåì GF(2) (ðåçóëüòàòû äëÿ ìåòî-

äà Êîïïåðñìèòà àíàëîãè÷íû) è óìíîæåíèÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð íàä áîëüøèì

ïðîñòûì ïîëåì (ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëÿ GF(2) àíàëîãè÷íû).

Âñå ýêñïåðèìåíòû ïðîèçâîäèëèñü íà ïðîöåññîðå Intel Core i5-4440S.
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4.1. Óìíîæåíèå ïëîòíûõ ìàòðèö íàä áîëüøèì ïðîñòûì ïîëåì

�àññìîòðèì óìíîæåíèå äâóõ ìàòðèö ïîðÿäêà 1024 íàä ïðîñòûì ïîëåì ñ ïðîñòûì ÷èñ-

ëîì ðàçìåðà 512 áèò, ò. å. 8 64-áèòíûõ ñëîâ.
Ïðîòåñòèðîâàíû ñëåäóþùèå ðåàëèçàöèè:

• Íàèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ óìíîæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â �îð-

ìàòå Ìîíòãîìåðè èç áèáëèîòåêè OpenSSL (OpenSSL naive).

• Íàèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì àðè�ìåòèêè, ðåàëèçîâàííîé àâòîðîì (Naive).

• �åàëèçàöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ áûñòðûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (FDP).

• �åàëèçàöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ ïðè¼ì Âèíîãðàäà (FDP + W).

Äëÿ ïîñëåäíåé ðåàëèçàöèè òàêæå ïðîèçâåäåíî òåñòèðîâàíèå íà ðàçëè÷íîì ÷èñëå ïîòî-

êîâ - 1, 2, 4. �åçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1. Óìíîæåíèå ïëîòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 1024 íàä ïîëåì èç ≈ 2512 ýëåìåíòîâ

OpenSSL naive Naive FDP FDP+W 1 FDP+W 2 FDP+W 4

Âðåìÿ, ñ 440 275 139 70.6 35.4 18.2

4.2. Óìíîæåíèå ïëîòíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì GF(2)

�àññìîòðèì ñëåäóþùèå ðåàëèçàöèè:

• Ìåòîä ¾÷åòûð¼õ ðóññêèõ¿ áåç êýø-îïòèìèçàöèé (FR).

• Ìåòîä ¾÷åòûð¼õ ðóññêèõ¿ 
 êýø-îïòèìèçàöèÿìè (CO FR).

• Ìåòîä ¾÷åòûð¼õ ðóññêèõ¿ 
 êýø-îïòèìèçàöèÿìè è AVX èíñòðóêöèÿìè (CO FR AVX).

• Ìåòîä ¾÷åòûð¼õ ðóññêèõ¿ 
 êýø-îïòèìèçàöèÿìè è AVX2 èíñòðóêöèÿìè (CO FR AVX2).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàëîñü óìíîæåíèå äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 215 =
32768, òåñòèðîâàíèå âñåõ àëãîðèòìîâ ïðîèçâîäèëîñü íà 4 ÿäðàõ. �åçóëüòàòû ïðèâåäåíû â

òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Óìíîæåíèå ïëîòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 215 íàä ïîëåì GF(2)

FR CO FR CO FR AVX CO FR AVX2

Âðåìÿ, ñ 53 19 9.5 5.2

4.3. Óìíîæåíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû íà âåêòîð íàä áîëüøèì ïðîñòûì

Ýêñïåðèìåíòû ïðîèçâîäèëèñü äëÿ ìàòðèöû ïîðÿäêà 2∗106 ñ 84 íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè
â ñòðîêå íàä ïîëåì èç ≈ 2512 ýëåìåíòîâ.

Òåñòèðîâàëèñü ñëåäóþùèå àëãîðèòìû:

• Óìíîæåíèå ìàòðèöû â CSR �îðìàòå íà âåêòîð (ÑSR).
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• Óìíîæåíèå ìàòðèöû â êýø-íåçàâèñèìîì �îðìàòå íà âåêòîð (CI).

• Óìíîæåíèå ìàòðèöû â êýø-íåçàâèñèìîì �îðìàòå íà âåêòîð, ñ èñïîëüçîâàíèåì 4 ïî-

òîêîâ áåç ðàçáèåíèÿ ìàòðèöû íà ÷àñòè (CI 4).

• Óìíîæåíèå ìàòðèöû â êýø-íåçàâèñèìîì �îðìàòå íà âåêòîð, ñ èñïîëüçîâàíèåì 4 ïî-

òîêîâ ñ ðàçáèåíèåì ìàòðèöû íà áëîêè ñòîëáöîâ (CI 4 Col).

• Óìíîæåíèå ìàòðèöû â êýø-íåçàâèñèìîì �îðìàòå íà âåêòîð, ñ èñïîëüçîâàíèåì 4 ïî-

òîêîâ ñ ðàçáèåíèåì ìàòðèöû íà áëîêè ñòðîê (CI 4 Row).

�åçóëüòàòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.

Òàáëèöà 3. Óìíîæåíèå ðàçðåæåííîé ìàòðèöû ïîðÿäêà 2 ∗ 106 íà âåêòîð íàä ïîëåì èç ≈ 2512

CSR CI CI 4 CI 4 Col CI4 Row

Âðåìÿ, ñ 46 24 11 8.2 7.1

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûå ý��åêòèâíûå ðåàëèçàöèè ïîçâîëÿþò óñêîðèòü îïåðàöèè ëèíåéíîé àë-

ãåáðû, èñïîëüçóþùèåñÿ ïðè ðåøåíèè ñèñòåì íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè â 2 − 4 è áîëåå ðàç.

Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ïàðàëëåëüíîå óñêîðåíèå äëÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ

ñèñòåì.
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E�e
tive basi
 linear algebra operations for solution of

large sparse linear systems over �nite �elds

D.A. Zheltkov

1

INM RAS

1

In various appli
ations su
h as dis
rete logarithm 
omputations and large number

fa
torization problems the solutions of large sparse linear systems over �nite �elds

are required. Nowadays two methods are the most popular to solve these problems:

Wiedemann-Coppersmith algorithm and Lan
zos-Montgomery algorithm. For both

methods the part related to sparse matrix by ve
tor multipli
ation is usually the most

time-
onsuming. So it is vital to perform this operation in e�
ient and parallel way.

On parallel ma
hines for both methods the main resour
e is a blo
k size. But as blo
k

size grows the 
omplexity of other operations (su
h as dense matrix multipli
ation

or dense matrix inversion) grows fast. Moreover, it 
an be shown that for large

blo
k sizes the real bottlene
k of parallel s
alability related with both methods is

the 
omplexity of basi
 linear algebra operations with blo
ks. To improve s
alability

of these methods the time needed for basi
 linear algebra operations over �nite �elds

should be signi�
antly redu
ed.

In this paper an e�
ient implementations of basi
 linear algebra operations are


onsidered for the �nite �eld GF(2) and for the prime �nite �elds with huge number

of elements. The e�
ien
y of the implementation is provided in several ways: 1) Fast

arithmeti
 for large �nite �elds. 2) Algorithms with lower 
omplexity. 3) Ca
he miss

optimization. 4) Optimization of OpenMP shared memory parallel implementation.

5) Data stream optimization.

Keywords: linear systems over �nite �elds, parallel algorithms, basi
 linear algebra

over �nite �elds
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